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Zur Theorie der Ideale. 
Von 
R. Dedeklnd. 
Aus den Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Göttingen. Mathematisch-physika!. Klasse. 1894. Nr. 4. 
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Mathematisch-physikalische Klasse. 1894. Nr. 4 . 
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~ : I, 
Zur Theorie der Ideale. !" 
! . ~ j ~ 
. . _ .. " Von l ~;_:_.'_.' 
R. Dcdckind in Hrannsehweig, ausw. Mitglied. \ ,:. 
_._,._-_._;~ 
~:,~~) ~ 
Vorgelegt am 10. Septemurr 1894. 
Naehuem es mir in den Jahren lRC,!) nnd 1870 endlich ge-
lungen war, durch Einfiibrung nener Begriffe die letzten Schwie-
rigkeiten zu üLel'winden, wdcbe sieb meinen friiheren Versuchen, 
eine strenge unu ansnahmelose 'r!teol'ie der ltleale Zll Legriinuen, 
entgegengestellt hatten, diente mir lEe biermit gewonnene Grunu-
lage in den niiehstfolgendell J uhrell theils zur Unter,.;uehung spe-
eieller, insLesonuere der euLischen Körper, t.heils zur Erforscllllng 
der allgemeinen Gesetze, welche die Beziehungen zwischen den 
Iclealen verschiedener KÖl'ller LeherrseIlCn. Die letztere Frage, 
welche im Wesentlichen auf die Hetracht.UJlg derjenigen J\:iirper 
zuriiekkommt., lEe ich Ga 10 i s' sehe Körper oder N ol'malklirpel' 
genannt haLe, bot keine erheblichcn Schwierigkeiten dar und 
konnte daher Lald zu einem yollstiindigen ALschlusse geLraeht 
werden. Von der Ver(jfl'entliehung dieser Untersuchung bin ich 
immer durch andere Besehiiftigungen aLgezogen, und nur gelegent-
lich habe ich ihrer ErwiillJlllllg gethan, z. 13. im § 27 meiner 
Schrift S u r I a t h 6 0 r i e des n 0 m b l' e sen t i e l' s a 1 g e-
b r i q u e s (1877), wo ich den Satz ausgesprochen haLe, daß aus 
den Idealen eines Normalldirpers tlie Ideale eines jeden in ihm 
als Divisor enthaltenen I\:(irpers nach bestimmten Gesetzen abge-
leitet werden können, und wo auch an einem sehr einfachen Bei-
spiele die Kraft Jieser von mir gefuJ1(lenen Gesetze dargelegt 
ist 1). Dies hat Herrn Fr 0 L e n i u s, wie er mir in einem Schrei-
ben vom 3. Juni 1882 aus Zürich mittheilte, zur selbständigen 
1) Vergl. auch Compte rendu der Pariser Akademie vom 24. Mai 1880, und 
die Anmerkung auf S. 618 der vierten Auflage von Dir ich let' s Vorlesungen 
über Zahlentheorie (1894). 
1 
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2 R. Dedekind, 
Durchforschung des Gegenstandes angeregt, durch welche er, wie 
sich balll herausstellte, zu einer nahezu vollstänuigen Ueberein-
stimmung mit mir gelangt war; da er zugleich wegen einer Neben-
frage eine lUittllCihmg meiner Re"nltate wünschte, so verfaßte 
ich in der Eile eine kurze U ebcrf'ieht derselben und fügte sie am 
8. Juni llleiller Antwort IJei. OlJglciell Ilun vor Kurzem Herr 
H i I b e rt seine anf densellHm G pgen"tan<] llCziigliche Untersuchung 
in dicsen Kaehrichten (7. J1lli 1)-):1·1) verüiI'entlicht hat, so erlaube 
ieh mir Jueh, Jie elJl~n el'\\"iillllte U ebersicht, w(~il in ihr die Zer-
legungcn <leI' Ideale nodl allgemeincr ausgefiihrt sind I), ohne 
jeden Zusatz, nur mit Auslassullg einiger unwesentlichen Worte 
jetzt mitzutheilcn. -
Einige Sätze aus der Untersuchung der Beziehungen zwischen den 
Idealen in verschiedenen Körpern. 
I. Ideale in Normalkörpern. 
Bezeichnungen: 
Q, Cln Normalldjrper vom Grade n. 
cP die liruppe aller n l'ernmtationen ffJ, uurch welche S2, in sich 
selbst übergeht. - Detleutet z irgend ein Sy"tel1l von Zahlen 
de" Kürpl'r" U. o<ler auel! eine einzelne solche Zahl, so be-
zeichue ieh durch das SYllllJOl ZffJ um! dureh die Permutation 
ffJ ans Z IlCl'YOrgehelldc Systelll ~). 
o das lidJiet aller ganzen Zahl ml (iJ des Körpers U,. - Wenn 
ich in eiller Ci leiehullg oder Congl'uenz den Buehstaben (iJ be-
nutze, su will ich dalllit "agen, da13 sie für.i e dein 0 ent-
haltenen Zahl (iJ, also gc\\'issermal~en i den t i s c h gilt. 
P Clll l'rimideal des Körpers S~. 
p die durch p theilbul'c po"itive rationalc Primzahl. 
I) Auch die auf S. 235 von Herrn II i Ib e r t aufgestellten Sätze über Par-
tial·DiscrilIlinanten - von welcLen die folgende Uebersicht nnmittelbar gar nicht 
handelt - scheinen die Allgcmeinheit derjenigen Hesultate nicht ganz zu er-
reichen, zu wclchen ich durch die am ::;chlusse der Einleitung zu meiner Ab-
handlUllg Ueber dio Discriminuntcn cn(llichcr Körper (1882) erwähnte 
Untersuchung gelangt war; anf dicse gedenke ich spilter einzugehen. Dagegen 
ist mir die von Herrn II i Ib e r tausgeführte wcitere Zerlegung der von ihm mit 
g" von mir mit X bezeichneten Gruppe neu gcwescn. 
2) Die im Originale benutzte Bezeichnung zilP ersetze ich hier durch die 
einfachere, welche ich ill ~ lol der vicrtcll Auflage von Dirichlet's Vor.-
lesungen über Zahlcnthcorie (1894) eingeführt habe. 
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zur Theorie der Ideale. 3 
X die Gruppe aller uerjenigen g Permutationen x, für welche 
(identisch) 
rox == ro (mod. lJ)· 
Danll gieot es einl~ Permutation 
1/.>0 (o(ler vielmohr gOllau g solehe PCl'llluta.tioncn X 1/'0)' fiir weleho 
ro'l == rol/!o (mod. V)· 
Daraus folgen die Eigensehaftcn: 
1/.>~'Xl/'o = X, d. h. XI/'n = 'l/'oX, 
ul1l1 dor G ra tl von lJ ist der ldcinste po>iiti n~ Exponent 
t~ fiil' wcldlCn 
Xl/!~ = X, a. h. 1/.>~ in X cnthalten. 
Also 
N(lJ} = pt. 
Ferner ist die Gruppc (Hezeiclll1llllgswl'isp von Ga 10 i s) 
1]J' = X + X1/.>o + Xl/!~ + ... + XI/i:'-l (vom Grade Ir/) 
der Inbegriff aller derjenigen PCl'mutatiolll'n 1/.>, welche der 
Bedingung 
V1/.> = V 
gcnügcn (d. h. die Grupp('. zn w('leher p gell () rt). Setzt 
man endlich 
cP = 1]J'cp 1 + 1]fCP2 + ... + 'l]J'cp, , also n =c e(g, 
so entspricht jCllcm diescr c Complcxe 'l]fcp. ein mit p co nJ 11-
gi l' t e s Primideal 
V. = \Jcp,; 
diese e Primiueale 
V" V.'" V. 
sind versehieuen von einander, nnd es ist 
DP = (V,V.··· VY 
N(V,) = 1/ (unaLhiingig von 8). 
Wil'll V durch V, ersctzt, so ist X, 1/.>0' 'Jf zu ersetzen durch 
X, = cp~l Xcp., 1/.> .• ,0 = cp~l1/.>o cp" 'l]f, = cp~l Pcp,. -
II. Ideale in den Divisoren eines Norma.lkürpers Q" 
Kennt man die (in 1. erl)rtertc) Constitution aller Primi(leale 
V des Normalkörpers Q,. so folgt daraus für jeden in g, ab 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00053292
4 R. Dedekind, 
Divisor enthaltenen Körper 
a: uurell allcinigc Anwenuung von Gruppen- Zcrlegungen (also 
gewisscrmaj,\cll ans rcin al g c b l' ais c h c 11 Principicn) uic 
volbWntligc Kcnl1tniß aller Pl'imidcalc 
V' in S~', Dic Bezcielmungcn in 1. werLIell Leibchaltcn, Bc-
kannt ist: 
S~' gell ij r t zu cincr Pcrmutations-G ruppc 
CP', Lcstcltcllll au,; allcn dcnjcnigcn 1It (in cJ} cnthaltcncn) Pcrmu-
tationcn cp', dic jcdc in $~' enthaltenc Zahl ullgcülldert 
lasscn; dann ist 
11 = mn', 
uml 1/' ist dcr Grad VOll S~' (umgckehrt, wcnn (TJ' cinc 1Il (p 
enthaltene Gruppc ist, ';0 )!;ieht e,.; immer einen HlHl nut' eimm 
zll)!;l'ltijl'igml Kiirpcr $~'). J<:,.; win[ daher da,.; cr,.;tl'cutc Ziel 
lediglich dUl'l'h V crgleil'llIlng Y(lJl cJ}' lIlit ([Cll ill 1. bdraeh-
tdcn J'Cl'lll11tationcn llIut Ul'llppCn Cl'l'l'il:bt. Dazn dient zu-
niiehst Folgcndc,.;, was wcniger oder zum Thcil gar nieht bc-
kannt sdlcint. 
Bcdeutct cp,. einc b c s tim mt c Pcrmutation, so bczcielmc 
ieh mit 1]rrp, (p' dCII CUll1l'lcx allcl' ,"on ei1lander vcrschictlcncn 
PCl'mutationen von der Form lI'rp,. cp', wo 1/), rp' rcsp. allc in 
dCIl Gruppcn 1]r, CP' cntbaltcnclI l'cl'lllutatiollclI tlul'chlanfcII; 
id /,, (lcl' G l' a Ü (les größtell genwinselmftlicbclI 'fheilcrs 1]f~ 
dcl' Umppel1 cp~' 'Irrp, = 'fr, Ilnd W' (1. 11. bc:-;tcht 1]f~ ans h. 
j'cl'lllntatioI\CIl), so wel'll('11 immcr je It, Protlnde 1/.'C{'.cp' iacn-
ti:-;ch, lllHl das Product ans aCIl GradeIl dcr Gruppcll 'Ir, cJl 
(bier /9 nl\(l m) ist !laller !las h,.- facllC '"Oll !lcr Am:ahl der in 
1Jf rp,. <!J' enth;dtl~lIe\l l)l'rJl1ntatiOlwn. Da fel'lll'l' zwei solche 
COlllph'xc lfirp, m', l[fq), (/}' ClltWl~(l('l' ganz idüllti:-;e!t silld, oacr 
kcille einzige gcmcil\seLalUiche l'Cl'llllltatioll haLcn, so k a Jl n 
man sctzeu: 
(j) = l[fcp, (j)' + 1]rcp, (j)' + ... + 'P'rpr.' (j)'. 
Dics ist, lJcililufig gesagt, aie Grundlage fiir die Untersnellllllg 
dcr algc1Jl'<li:-;t:!lCll ]{ceipl'oeitilt zwischcn zwci L cl i e L i g c n 
clllllic!lcIlKiirpl'l'll, niillllich dellcll, \YclcllC zn aell Ch'n}lpCll 
IJI IlIHt (/Y gchiircll (Ein wi l'kllllg zwcil'!' L cl i e L i ge 11 irrc-
dlleiLcIcll GleielllUlgcll auf einander, Zcrlcgung jcder in c' Fac-
torcn). Zuglcieh ist 
cl} = CP' cp~'l[l + ... + (])' cp;;' 1[1. 
Dicsc allgcmeinc Zcrlcgung ciner Gruppe (]) nach zwei 
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zur Theorie der Idea.le. 5 
in ihr enthaltenen GrupI)en IJI, CD' giebt filr uns er e n Fall 
Alles, was wir wünschen; uurch folgCllue I3estimnmngen. 
Es sei Pr eine bestimmte uer in der obigen Zerlegung 
benutzten c' Permutationen Pp P2 ••. pe', UIlU 
V. = VP., 
P; das durch Pr theilbare Primideal in g:, 
gr der Gr:.l\l des gri;ssten gemeillsamen Theilers 
x; YOIl Xr = p~' Xpr nllll CD', llaher 
ar definirt durch g = argr , so ist 
, ,al ,al , ac' 
OJi = PI 1>2 •• ·Pe' , WO 
0' uas System aller ganzen Z:;ahllm des Kiil'pers g,'. 
Die Anzahl c' der Compln;:e IfIp,.'i)', an,; llellell (/) he:-;telIt, 
ist lIaher zugleieh llie Anzahl aller V()11 l'ill:lndl'r \'l'r';l'hil'llt'nC'n, 
in }J aufgehenden Prilllideale p;, p; ... p;, lle" Ki;qwl'::l S~', und 
die Jl.:erlegung yon ]) ill Llie:-;em KiiqH'l' i",t gd'tllll!en; die Be-
stimnlllllg der l'\orlllen diesel' Pl'imideale p' und ihre Zerlt'gllllg 
in ,5~ folgt jetzt. Es sei, wie obelI, 
l/l~ der grüßte gemeinsame 'l'heiler uer Gruppen 
1/1. = p~'IPpr und (/l', 
hr der HraLl von II/~, folglieh 
(]J' = 1/1' , + 1/1' , + ... + lF' , . m 
r fJJr,l r Pr,? l' CPr,er ' 
Pr" - Vr p;,,, so ist 
op:. = (P,. I Pr 0 ••• Pr' )gr 
".. ,C''' 
CI + ('2 + ... + C.' = c. 
h
r 
C
r
, 
Hiermit ist die z:; er leg U 11 g erledigt (lEe letzte Gleiehul1g 
folgt daraus, dal~ cJg die Anzahl der in IPpr (]J' enthaltenen 
l)ermutationen ist). Elllllieh: da X; auch der grijßte gemein-
same Theiler von Xr und IP; ist (weil Xr Divisor von IPr), so 
ist hr theilbar durch gr, also 
fr definirt dureh hr = f~gr' 
und nach der obigen Regel besteht der Complex Xr IP: aus 
(r.? Permutationen, wclcllC aUe in IPr enthalten sind (weil Xr 
u11l1 111: Divisoren von l/f
r
) , und da diescr Complex X}fI; zu-
gleich eine Gruppe ist (weil X.1/.>r = 1/.>r Xr), so ist {g (als 
Grau von l/fr) theilbar durch frg (als Grad von Xr'F;), 
mithin 
f~ definirt durch f = f.f:. Dann ist 
N' (V~) = (0', V~) = pr: 
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R. DedekindJ, zur ,];heoria der Ideale. 
und 
91(Pr) = p:rr (unabhängig von s), 
wo 91 (las SYllIuoI fiil' dic in R c z n gau f a: gcnommene 
Par ti a In 0 1'!l1 von Zalllen m1el' J(lealen <les 1\:;;r)1ors .Q !Je-
delltd. - Sin<l U" U: zwei h c 1 i c 11 i gc eJHllieheKiirper, so 
gehiit't zn ,il'rlc!I1 I dnal l1 des Kiil'p(~rs ..Q, ein hestimmtes l(leal 
0' = 9l (0) (le,.; Kiil'JH'l'''; !.~:, die Pu1'tialnurm VUll 0 II ach .5~', 
1II1l1 es ist 9l (11U) = 9l (a) ~l (IJ). -
Jn. Ver a 11 g c m ei 11 c run g. 
niescll)('n Siitzc geltnn ohnc nellncllswc1'the WOl'tiin-
<l c l' 1I 11 g, wellll lIlall an Stelle des Kiil'pcl's lt dcr rat ion a I c n 
ZahleIl einen hel i e h i g (~Il undlieheIl Klil'per P setzt, 1IIId nnter.Q 
eillcll clldlidl('n Kiil'Jll'r \'('l',~teht, weIchcr P als eincn Divisor ellt-
lliilt und zwar ein N01'llIalli:iirper in Bezng anf P ist (0.. h. 
dall -(~ dlll'l:h alle dil',jelligen Permutationen, welche je d e Zahl in 
Pnngeiill(lcl't la""l'n, in sieh selbst übergeht). Fiir die 
Z('l'kgung d('l' l'rimirlcale}J (les Kiil'pe1's P in J>rimideale p des 
Kiiqwr,.; !l gdtcn gcnan (lieseIbel1 Ge::<ctze wie in I. Sil1l1 ferner 
alle di e s e ~erl(~gllJ1gen bekanllt, so erlIiilt llJan daraus nach Jeu 
in 11. :1ngrgelJellcll (;esC'tzell sowohl die Zerlegung jedes Prim-
ideals JI in Prillli(lrale p' eincs Kiirpers S~', welcher lUultilJlum 
von P unu Di "iso!' VOll !~ ist, als aneh die Zerlegnng uiesel' 
Primirlealc lJ' in l'rimideale p (les Körpers.Q. Uu(l diese VeraU-
gemeinerung kanu noch weiter getrieben werden. -
8. Juni 1882. 
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